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×ラプラス変換

関数𝑓 𝑡 は、𝑡 > 0で定義され、
実数または複素数の値をとる関数とする。
𝑠を複素数として、以下の積分

𝐹 𝑠 = න
0

∞

e−𝑠𝑡𝑓 𝑡 d𝑡

が存在するとき、これを𝑓 𝑡 のラプラス変換といい、

𝐹 𝑠 = ℒ 𝑓 𝑡

と書く。また、𝑓(𝑡)は原関数、𝐹 𝑠 は像関数という。

𝐹 𝑠 = න
0

∞

e−𝑠𝑡 ⋅ 1 d𝑡 = −
1

𝑠
e−𝑠𝑡

0

∞

=
1

𝑠
e0 −

1

e∞
=
1

𝑠

例 𝑓 𝑡 = 1のラプラス変換

𝐹 𝑠 = න
0

∞

e−𝑠𝑡 ⋅ 𝑡 d𝑡 = −
1

𝑠
𝑡e−𝑠𝑡

0

∞

+
1

𝑠
න
0

∞

e−𝑠𝑡d𝑡

= −
1

𝑠
𝑡e−𝑠𝑡

0

∞

+
1

𝑠
−
1

𝑠
e−𝑠𝑡

0

∞

= 0 +
1

𝑠
−
1

𝑠
e−𝑠𝑡

0

∞

=
1

𝑠2
e0 −

1

e∞
=

1

𝑠2

例 𝑓 𝑡 = 𝑡 のラプラス変換

𝑓 𝑥 ′ 𝑔 𝑥

𝑓 𝑥 ′ = e−𝑠𝑡 → 𝑓 𝑥 = නe−𝑠𝑡d𝑥 = −
1

𝑠
e−𝑠𝑡

lim
𝑡→∞

𝑡e−𝑠𝑡 = lim
𝑡→∞

𝑡

e𝑠𝑡
= lim

𝑡→∞

1

𝑠e𝑠𝑡
=

1

∞
= 0

（ロピタルの定理）
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×ラプラス変換の対応表

原関数𝑓 𝑡 像関数𝐹 𝑠

𝛿 𝑡 1

1
1

𝑠

𝑡
1

𝑠2

𝑡𝑛
𝑛!

𝑠𝑛+1

e𝑎𝑡
1

𝑠 − 𝑎

𝑡e𝑡
1

𝑠 − 𝑎 2

sin𝜔𝑡
𝜔

𝑠2 + 𝜔2

cos𝜔𝑡
𝑠

𝑠2 + 𝜔2

原関数𝑓 𝑡 像関数𝐹 𝑠

𝛼 ⋅ 𝑓 𝑡 + 𝛽 ⋅ 𝑔 𝑡 𝛼 ⋅ 𝐹 𝑠 + 𝛽 ⋅ 𝐹 𝑠

𝑓 𝑎𝑡
1

𝑎
𝐹

𝑠

𝑎

e𝑎𝑡𝑓 𝑡 𝐹 𝑠 − 𝑎

𝑓 𝑡 − 𝜇 e−𝜇𝑠𝐹 𝑠

𝑓′ 𝑡 𝑠𝐹 𝑠 − 𝑓 0

𝑓′′ 𝑡
𝑠2𝐹 𝑠 − 𝑠𝑓 0
− 𝑓′ 0

𝑓 𝑛 𝑡

𝑠𝑛𝐹 𝑠 − 𝑠𝑛−1𝑓 0

−𝑠𝑛−2𝑓′′ 0 ⋯
− 𝑓(𝑛−1) 0

න
0

𝑡

𝑓 𝜏 d𝜏
1

𝑠
𝐹 𝑠
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×逆ラプラス変換

これまで学習してきたラプラス変換の逆変換を
逆ラプラス変換ℒ−1 𝐹 𝑠 と書く。

ℒ−1 𝐹 𝑠 = 𝑓 𝑡

逆ラプラス変換を具体的に求める場合、ラプラス
変換の対応表を使い、像関数𝐹 𝑠 から原関数𝑓 𝑡
への変換を行えばよい。

原関数𝑓 𝑡 像関数𝐹 𝑠

𝛿 𝑡 1

1
1

𝑠

𝑡
1

𝑠2

𝑡𝑛
𝑛!

𝑠𝑛+1

e𝑎𝑡
1

𝑠 − 𝑎

𝑡e𝑡
1

𝑠 − 𝑎 2

sin𝜔𝑡
𝜔

𝑠2 + 𝜔2

cos𝜔𝑡
𝑠

𝑠2 + 𝜔2

𝑓 𝑡 𝐹 𝑠

ラプラス変換

逆ラプラス変換

ℒ−1 𝐹 𝑠 = 𝑓 𝑡

𝐹 𝑠 = ℒ 𝑓 𝑡

ラプラス変換

逆ラプラス変換
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×R0６ 問４
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×R0６ 問４
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×R0６ 問４

𝑌1 𝑠 = 𝐺1 𝑠 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠

𝑌1 𝑠

𝑈 𝑠
= 𝐺1 𝑠 𝐺2 𝑠 =

3

𝑠 + 2
⋅

5

𝑠2 + 5𝑠 + 6

=
15

𝑠3 + 5𝑠2 + 6𝑠 + 2𝑠2 + 10𝑠 + 12
=

15

𝑠3 + 7𝑠2 + 16𝑠 + 12

𝑌1 𝑠 = 𝐺1 𝑠 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠 =
15

𝑠3 + 7𝑠2 + 16𝑠 + 12
⋅
1

𝑠

最終値の定理
𝑓 ∞ → lim

𝑠→0
𝑠𝐹 𝑠

𝑦1 ∞ = lim
𝑠→0

𝑠
15

𝑠3 + 7𝑠2 + 16𝑠 + 12
⋅
1

𝑠
= lim

𝑠→0

15

𝑠3 + 7𝑠2 + 16𝑠 + 12

=
15

12
=
5

4
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×過渡応答（ステップ応答）

𝑅𝐸 𝑡

時間 𝑡

電圧 𝐸 𝑡

𝑡 = 0

𝐸0
𝐸 𝑡 は𝐸0𝑢 𝑡 と表し、
𝑢 𝑡 は、
1 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0
→こういう関数を
『ステップ関数𝑢 𝑡 』と呼ぶ

𝐸 𝑡 = 𝐸0𝑢 𝑡 = 𝑅𝑖 𝑡 + 𝐿
d

dt
𝑖 𝑡

𝑖 𝑡

𝐿

時間 𝑡

電流 𝑖 𝑡

𝑡 = 0

ℒ
𝐸0𝑈 𝑠 = 𝑅𝐼 𝑠 + 𝑠𝐿𝐼 𝑠

𝐼 𝑠 =
𝐸0

𝑅 + 𝑠𝐿
𝑈 𝑠 =

𝐸0
𝑅 + 𝑠𝐿

1

𝑠

ステップ関数
のラプラス変換

𝑢 𝑡 → 𝑈 𝑠 =
1

𝑠ℒ

𝐼 𝑠 =
𝐸0

𝑅 + 𝑠𝐿

1

𝑠
=
𝐸0
𝐿

1

𝑠 𝑠 + 𝑅/𝐿
=
𝐸0
𝑅

1

𝑠
−

1

𝑠 + 𝑅/𝐿

ℒ−1
𝐼 𝑡 =

𝐸0
𝑅

1 − e−𝑡𝑅/𝐿

𝑡 → ∞
𝑖 ∞ =

𝐸0
𝑅

最終値の
定理

𝑖 ∞ = lim
𝑠→0

𝑠 𝐼 𝑠 = lim
𝑠→0

𝑠
𝐸0
𝐿

1

𝑠 𝑠 + 𝑅/𝐿
=
𝐸0
𝑅

最終値の定理
𝑓 ∞ → lim

𝑠→0
𝑠𝐹 𝑠

過渡応答 定常状態
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×R0６ 問４
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×R0６ 問４

𝑌2 𝑠 = 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠

𝑌2 𝑠

𝑈 𝑠
= 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 =

3

𝑠 + 2
+

5

𝑠2 + 5𝑠 + 6

=
3

𝑠 + 2
+

5

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

3 𝑠 + 3 + 5

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

3𝑠 + 14

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

𝐴

𝑠 + 2
+

𝐵

𝑠 + 3

𝐴 = lim
𝑠→−2

𝑠 + 2 𝐹 𝑠 = lim
𝑠→−2

3𝑠 + 14

𝑠 + 3
=
8

1
→ 𝐴 = 8

𝐵 = lim
𝑠→−3

𝑠 + 3 𝐹 𝑠 = lim
𝑠→−3

3𝑠 + 14

𝑠 + 2
=

5

−1
→ 𝐵 = −5

𝐹 𝑠
ヘビサイドの展開定理より

𝑌2 𝑠

𝑈 𝑠
=

𝐴

𝑠 + 2
+

𝐵

𝑠 + 3
=

8

𝑠 + 2
−

5

𝑠 + 3

𝑌2 𝑠 = 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠 =
ሶ8

𝑠 + 2
−

5

𝑠 + 3
⋅ 1

逆ラプラス

変換

𝑌2 𝑠 =
8

𝑠 + 2
−

5

𝑠 + 3

𝑦2 𝑡 = 8e−2𝑡 − 5e−3𝑡
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×ヘビサイドの展開定理（その１）

𝑓 𝑥 =
𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 ⋯ 𝑠 + 𝑎𝑛
=

𝐴1
𝑥 + 𝑎1

+
𝐴2

𝑥 + 𝑎2
+⋯+

𝐴𝑛
𝑥 + 𝑎𝑛

lim
𝑥→−𝑎1

𝑥 + 𝑎1 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎1

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎2 𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑠 + 𝑎𝑛
= 𝐴1

lim
𝑥→−𝑎2

𝑥 + 𝑎2 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎2

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑠 + 𝑎𝑛
= 𝐴2

lim
𝑥→−𝑎𝑛

𝑥 + 𝑎𝑛 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎𝑛

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 ⋯ 𝑠 + 𝑎𝑛−1
= 𝐴𝑛

以下の分数式𝑓 𝑥 を部分分数分解することを考える

このとき、部分分数分解された各項の係数𝐴1, 𝐴2⋯𝐴𝑛は以下のように導出できる

⋯
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×ヘビサイドの展開定理（その２）

𝑓 𝑥 =
𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1
2 𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛

=
𝐴1

𝑥 + 𝑎1
2 +

𝐴2
𝑥 + 𝑎1

+
𝐴3

𝑥 + 𝑎3
+⋯+

𝐴𝑛
𝑥 + 𝑎𝑛

lim
𝑥→−𝑎1

𝑥 + 𝑎1
2𝑓 𝑥 = lim

𝑥→−𝑎1

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛
= 𝐴1

lim
𝑥→−𝑎1

d

d𝑥
𝑥 + 𝑎1

2𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎1

d

d𝑥

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛
= 𝐴2

lim
𝑥→−𝑎𝑛

𝑥 + 𝑎𝑛 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎𝑛

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1
2 𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛−1

= 𝐴𝑛

以下の分数式𝑓 𝑥 を部分分数分解することを考える

このとき、部分分数分解された各項の係数𝐴1, 𝐴2⋯𝐴𝑛は以下のように導出できる

⋯

lim
𝑥→−𝑎3

𝑥 + 𝑎3 𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−𝑎3

𝑃 𝑥

𝑥 + 𝑎1
2 𝑥 + 𝑎3 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛

= 𝐴3
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×R0６ 問４

𝑌2 𝑠 = 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠

𝑌2 𝑠

𝑈 𝑠
= 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 =

3

𝑠 + 2
+

5

𝑠2 + 5𝑠 + 6

=
3

𝑠 + 2
+

5

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

3 𝑠 + 3 + 5

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

3𝑠 + 14

𝑠 + 2 𝑠 + 3
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×R0６ 問４

𝑢 𝑡 = 2e−𝑡
ラプラス

変換
𝑈 𝑠 =

2

𝑠 + 1

𝑌2 𝑠 = 𝐺1 𝑠 + 𝐺2 𝑠 𝑈 𝑠 =
3𝑠 + 14

𝑠 + 2 𝑠 + 3
⋅

2

𝑠 + 1

= 2
3𝑠 + 14

𝑠 + 1 𝑠 + 2 𝑠 + 3
= 2

𝐴

𝑠 + 1
+

𝐵

𝑠 + 2
+

𝐶

𝑠 + 3

𝐴 = lim
𝑠→−1

𝑠 + 1 𝐹 𝑠 = lim
𝑠→−1

3𝑠 + 14

𝑠 + 2 𝑠 + 3
=

11

1 ⋅ 2
→ 𝐴 =

11

2

𝐵 = lim
𝑠→−2

𝑠 + 2 𝐹 𝑠 = lim
𝑠→−2

3𝑠 + 14

𝑠 + 1 𝑠 + 3
=

8

−1 ⋅ 1
→ 𝐵 = −8

𝐶 = lim
𝑠→−3

𝑠 + 3 𝐹 𝑠 = lim
𝑠→−3

3𝑠 + 14

𝑠 + 1 𝑠 + 2
=

5

−2 ⋅ −1
→ 𝐶 =

5

2

𝐹 𝑠

ヘビサイドの展開定理より

𝑌2 𝑠 = 2

11
2

𝑠 + 1
+

−8

𝑠 + 2
+

5
2

𝑠 + 3
=

11

𝑠 + 1
−

16

𝑠 + 2
+

5

𝑠 + 3

逆ラプラス

変換
𝑦2 𝑡 = 11e−𝑡 − 16e−2𝑡 + 5e−3𝑡

𝐺1 𝑗𝜔 + 𝐺2 𝑗𝜔 =
3𝑗𝜔 + 14

𝑗𝜔 + 2 𝑗𝜔 + 3
=

𝑗3𝜔 + 14

−𝜔2 + 𝑗5𝜔 + 6
=

𝑗3 +
14
𝜔

−𝜔 + 𝑗5 +
6
𝜔

lim
𝜔→∞

𝑗3 +
14
𝜔

−𝜔 + 𝑗5 +
6
𝜔

=
𝑗3

−∞+ 𝑗5
=
1

𝑗

3

∞
→ −90°
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×R05 問４
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×R05 問４
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×R05 問４

20 log10 𝐺1 𝑗𝜔 = 20 log10
1

𝑇1𝑗𝜔
= 20 log10

1

𝑇1𝜔
= 20 log10

1

𝑇1
− log10𝜔

20 = 20 log10
1

𝑇1
− log10 0.01 → 1 = log10

1

𝑇1
+ 2 → log10

1

𝑇1
= −1

log10 𝑇1 = 1 → 𝑇1 = 101 = 10

𝐺1 𝑠 =
1

𝑇1𝑠
=

1

10𝑠

20 log10 𝐺 𝑗𝜔 = 20 log10 𝐺1 𝑗𝜔 𝐺2 𝑗𝜔

= 20 log10
1

𝑇1
− log10𝜔 + log10 𝐺2 𝑗𝜔

40 = 20 log10
1

10
− log10 0.1 + log10 𝐺2 𝑗𝜔

2 = −1 − −1 + log10 𝐺2 𝑗𝜔 → log10 𝐺2 𝑗𝜔 = 2

→ 𝐺2 𝑗𝜔 = 102 = 100
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×R05 問４
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×R05 問４

20 log10 𝐺 𝑗𝜔 = 20 log10
1

𝑇12𝑗𝜔
⋅

1

1 + 𝑇𝑗𝜔

= 20 log10
1

𝑇12
− log10𝜔 + log10

1

1 + 𝑇𝑗𝜔
∼ 20 log10

1

𝑇12
− log10𝜔

40 = 20 log10
1

𝑇11
− log10 0.1 → 2 = log10

1

𝑇11
+ 1 → log10

1

𝑇11
= 1

log10 𝑇11 = −1 → 𝑇11 = 10−1 =
1

10
𝐺1 𝑠 =

1

𝑇11𝑠
=
10

𝑠

20 log10 𝐺 𝑗𝜔 = 20 log10
1

𝑇11𝑗𝜔
= 20 log10

1

𝑇11
− log10𝜔

折れ線近似
1

𝑇
= 0.5 𝑇 = 2 → log10

1

1 + 𝑇𝑗𝜔
= 0

14 = 20 log10
1

𝑇12
− log10 0.5 → 0.7 = log10

1

𝑇12
− log10

1

2
= log10

2

𝑇12

2

𝑇12
= 100.7 = 5.0119 → 𝑇12 = 0.39905 𝐺 𝑠 =

1

0.39905𝑠

1

1 + 2𝑠

𝜔
1/𝑇

𝜔
0.5

14

−20 dB/dec

−20 dB/dec
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×ボード線図とナイキスト線図 まとめ
制御要素 伝達関数 絶対値（対数） 位相 ボード線図 ナイキスト線図

比例要素 𝐾 20log10𝐾 0

微分要素 𝑗𝜔 20log10𝜔
𝜋

2

積分要素
1

𝑗𝜔
−20log10𝜔 −

𝜋

2

1次進み要素 1 + 𝑗𝜔𝑇 20log10 1 + 𝜔2𝑇2 𝜃 = Tan−1𝜔𝑇

1次遅れ要素
1

1 + 𝑗𝜔𝑇 −20log10 1 + 𝜔2𝑇2 𝜃 = −Tan−1𝜔𝑇

2次遅れ要素
1

1 + 𝑗𝜔𝑇1 1 + 𝑗𝜔𝑇2

−20log10 1 + 𝜔2𝑇1
2

−20log10 1 + 𝜔2𝑇2
2

𝜃1 = −Tan−1𝜔𝑇1
𝜃2 = −Tan−1𝜔𝑇2

𝜃1 + 𝜃2

𝐺 𝑗𝜔

𝜔

𝐺 𝑗𝜔

𝜔

𝐺 𝑗𝜔
𝜔

𝐺 𝑗𝜔

𝜔

𝐺 𝑗𝜔
𝜔

𝐺 𝑗𝜔
𝜔

1/𝑇

1/𝑇

1/𝑇1 1/𝑇2

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝐾

+1

+1

+1

𝜔

𝜔

𝜔

𝜔

𝜔
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×

ご聴講ありがとう
ございました！！
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